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   المستخمص
  دزرن ااو الااا  ل ىناا ا عديد ااد رااق العقاار عد تااد ل دااد  اا  عااا لدعري   اا  ر اا   عدا ااا  ع    

 (exact)عدرضااالاااو  (MLE) ن  نااال اعد ااا    ردااا  لارتااادلعظ ع ر ااا ق ع   ااا  -دنرااا بو لااااا  
 اغ لى . (ols)اع ضً  رتدلعظ عدرللاي ظ عدصغلى ع     د و  (.approx)اعد تل لا و 

ا   لاحدن  ىبع    عد ي ر  رع عحد العقر عدلالر و غ ل عدلا و اى  ال تو ع ات ا عدرنحدل     
(Gradient Projection)  ا ا  فياا     ا د رتاادلعظ نراابو ع نحاادعل عدابع   رااق عدل لااو عدد ن ااو

AR(2).ا   عدحصا   لى ن  قج رتلاادو رق ل   عد الا ر . 
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Abstract 
     Many of  estimation Methods in Time Series study such as Box- 

Jenkins Models which represented with Exact and approximate maximum  

likelihood Estimators and ordinary least squares estimators are used. 

     In our research , non-linear programming methods such as Gradient 

Projection approach is considered. The estimators of  AR(2) model by 

using the suggested method with application are found. 

 

 

 

 



 : المقدمة
راااق عىااا  عدنرااا بو عد ااا  عاااايرظ  1970 ااا    (Box-Jenkins) ياااد نرااا بو لااااا     ن ناااز     

الاشاا    ياا    اا   حل اا  عدا ااا  عدزرن ااو اعد اا   ف االا عق  نصاال عدلاااً عديشاااعق    لاااع ا تااً  
,N(0(دل حل   ع حص ق  عد از ع عدالا ي   2

aل ص ق    ىابع . ادد د   عديد د رق عدلا حد ق اعدر
عد تد ل دريلر ظ ىبه عدنر بو اعد    ي لال رق عى  رلعح  لان ء عدنر بو عد ا   عدر    لادلعاو راًدو

راااااااق اضااااااايي  لااااااااا     ن ناااااااز.  رااااااا  الحاااااااظ عديد اااااااد راااااااق العقااااااار عد تاااااااد ل راااااااق دلاااااااا   ااااااا  
(Quenouille,1957)  ا(whittle,1962) ا(Hannan,1970) ا(Anderson,1975) 

اغ لى . اداد  ردلاظ ىابه عدالعقار (Bahansali,1993)ا (Ansley and Newbold,1981)ا
اعد تل لا ااااو  (Exact Maximum Likelihood)لا ااااالام ع ر اااا ق ع   اااا  عدرضاااالاااو 

(Approximate Maximum Likelihood)  اعااااالام عدرللاياااا ظ عدصااااغلى ع     د ااااو
(ordinary least squares)  اعالام لا ز(Bayes Estimation) . اغ لى 

 تااد ل ريلراا ظ نرااابو غ اال عدلا ااو  اا   رل ااو ا اا  لاحدناا  ىاابع  اا  عااا لدع  عااالام عدلالر ااو     
 عدرنحاادلرااق لاا    الا اار عااالام ع ااات ا ابدااا  AR(2)ع نحاادعل عداابع   رااق عدرل لاااو عدد ن ااو 

(Gradient projection) . ابدا لا    ر د  لى ر راع رللاي ظ عدلاً دلنرابو عدردلا ، 
 

 : AR(2)الانموذج 
  ر ق    لاو ص غو ع نرابو لاد دو عدري ددو عديشاعق و دلفلار  ر   ً   :    

tt

2

21 a  X )B - B-(1   …….    (1) 

B-B-1  (B) 2  0اد ااا    ااااق عدالاااالو راااا تلق  نلاغااا  عق  تاااع  ااابال عدري دداااو 

21    لااا لو
شالا ع اا تلعل و   ااق (. اااعء   نظ عد بال حت ت و ع  رل لاو  ًق 1عددعقلق بعظ نصف عدتال )

1   1-   ,    2   2- 12    
 

 : طرائق تقدير الانموذج
 Likelihood Function:  دالة الامكان. 1

  ر   ً   : (1)عدحصا   لى  تد لعظ ع ر  ق ع     عدرضلاااو دلالالو عدزرن و   ر ق    
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 ح ث عق :
i-1nj-1n1j1ijiij X X  ...  X X  XX  D    

12نحص   لى  (3) , (4)الاح  عدري دد  ق 
ˆ , ˆ . 

 ا ندر    اق ح   عدي نو  لا ل  دعً  ًنو  ر ق ع   د رتدل ع ر  ق ع     عد تل لا  ا ر   ً  :
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 -: المربعات الصغرى. 2
 عق رتدلعظ عدرللاي ظ عدصغلى   اق لا دش   علآ   :    

3322

2

23

33122313

1
D D -       D

D D - D D
  ˆ    …………. (7) 

 

3322

2

23

13222312

2
D D -       D

D D - D D
  ˆ   ………… (8) 

 
 
 
 
 



 -: اسموب الاسقاط المنحدر. 3
رر   شا   و رق عق عدرل لاو ع ا ا و    عدلالر و غ ل عدلا و   رد  لار   عددعدو اعنحدعلى      

 .(1   عدش   لد  ) (Xj)اد   نيلف الا يو ع نحدعل دلدعدو عدردلااو نف لا ا اد عدنتاو 

F(x)

X

jX
A

 
اعد اا  نف االا عنياا   f(x)ا نااد ىاابه عدنتاااو  اا   عدلاحااث  اا  ع  اا د عدت رااو عدي رااى عدر يادااو دلدعدااو 

عض  و عدى بدا   نو ا    عد ً  د  لى ع ردل و اعد     رد  لا دت   عدرحل و .(A)  يل  ند عدنتاو 
عدحاا  عدرر ااق. ا  اا  ع ااا ف دق رااق عدريلاراا ظ عدرحل ااو  تااا  اعدرااا تلو  لااى ع حاادعد  ظ در  ااو

اعدبي  ندى  ا    ع د لعم رق  (Xj+1)عدى نتاو  د دق ادن ق  (Xj)نف لا ع ن ت   رق عدنتاو 
 ع ردل و لاريد  عالع.

عداااى عدنتااااو  (Xj)راااق عدنتااااو  (s)الاشااا   لااا   نف ااالا لاًناااو  ااا  عد حااالا لاراااا  و رتااادعلى      
اعد   ااف  ش   لايبع عد حلا عدح  ع رد  عدرالام. ا ل و  ًق عدت رو عد د ادق  (Xj+1)عد د دق 

 - ر ق    لا ي  لا درل لاو ع   و :
sm  X  X i

(i)

j

(i)

1j   …………… (9) 

 (2)عن ل عدش   لد   (i) رد  ع   ه عدحل و دلرل لاو  miح ث عق 
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  زع اااد  y=f(x) ااا ق دعداااو عديااادف  (ds)لالاااااعظ صاااغ لق رتااادعلى  ا لاااى ع  ااالعا عق عد تاااد   ااا   
 ا  ن د  لاتدل ري ق. ادبدا   ق عدرا  و عدرتدلق ديبه عدحل و   اق :
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1  xd  ...   xd   xd  ds   ………….  (10) 

 (dxi)  اعدرال لاا لار را او ع زعحاو  (y)دعداو د لالاو د شا ت ر  ا ق عد غ ال  ا   (y)الاا   لعا عق 
 -   :  اق لا دش   علآ
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الابدا   ق عدر را و عدل صو لا  زعحا ظ اا  ي  
ds

dy  صاغ لق عا  لا الق  لاى دادل ع ر ا ق. اىابع
. اديالا (steepest ascent or descent)ىاا ع  ا ه رلاادلا ع نحادعل عد صا  دي عا عد نا زد  

  حتاار  راا   (10)لاح ااث عق عدصاا غو  (11)ع ردل ااو   نااو  نلاغاا   ي اا   عا  صااغ ل عددعدااو  راااًدو
:   ً  

ds

dx
 

 x
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 : Minimize / Maximize i
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 -ا ند ص  غو دعدو   لعنج نحص   لى ر   ل  :
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   اق : الا  ش ت ر لا دنالاو عدى 
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 -  اق رياى لا دش   ع    : (i)الابدا   ق عد غ  ل    عدرل لاو 
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 -عر  ع     ن د    نو   اق :
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 : قالتطبي
رفالدق  ردا  ن   ا ظ را دق   ر  ا او  ا  عدرنشاًق  (50) ا  عاا لدع  رشا ىدعظ   ناو ر دفاو راق     

ز نا ن  -عدي رو دلصان   ظ عد  ر  ا او رت ااو لاا داق )عن ال عدرلحار(. الاياد  الا ار نرا بو لااا  
 . عراا    راا   لاا  عد اا   عدرتاادلعظ عد تل د ااو عدردلااااوAR(2) لااا ق عق عدلا  ناا ظ  لضااع د نرااابو 

 -   نظ  ر   ً   :
12 لا ق عد    عدريلر  ق  (1) دا  لد  

ˆ , ˆ   ًرع ر راع رللاي ظ عدلا(SSE)  
Estimator 

1̂  1̂  SSE 

MLE (Exact) 0.4889 0.5182 31.151 

MLE (Approx.) 0.5129 0.4663 34.184 

OLS 0.4757 0.5348 31.189 

 
 -: اسموب الاسقاط المنحدر

 ناد  الا اار ىابع ع ااالام  اًق دعدااو عديادف   رداا  لا صاغ ل ر راااع رللايا ظ عدلاااً د نرااابو     
AR(2) :   ً   ا ر- 
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 -ا ر   ً   : (15)الايد ع   د عد    عدر  ر ع د     يا ضي  لا دري ددو 
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 -: المرحمة الاولى
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)2(الا يا ا د رو 

1

(2)

2  ,    اعشا ت دي  لا دناالاو عداى  (16)   عدري دداو لدا(S)  نحصا   لاى د راو
(S)  ا اي (S=0.7144). 
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 .(31.182)را ا و عدى  y  اق د رو  (16)ا ند  يا ضي     عدري ددو لد  
 

 -: المرحمة الثانية
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)3(الا ياااااا ا عد ااااا   

1

(3)

2  ,   اعشااااا ت دي  لا دناااااالاو داااااا  (16)لا دصااااا غوS  ن اااااد عق د ر يااااا   اااااا اي
(S=0.00219) : الابدا   ق عد    عدرتدلعظ    ىبه عدرلحلو را ا و عدى- 

0.5052  (0.00219) (0.8694) - 0.5033   

0.5058  (0.00219) (0.4941) - 0.5069   

(3)

2

(3)

1







 

 .(y=31.178)  اق را ا و عدى  (y)اعق د رو 
 -الا  لعل عديرل و نحص   لى عد    ىبه عدرتدلعظ  ر     عد دا  علآ   :

 
12 لا ق عد     (2) دا  لد  

ˆ , ˆ  ظ عدلاًرع ر راع رللاي  
Iteration m1 m2 S 1  2  SSE a 2

i   

0 - - - 0 0 3161 

1 0.7096 0.7046 0.7144 0.5069 0.5033 31.185 

2 - 0.4941 0.8694 0.0022 0.5058 0.5052 31.178 

3 - 0.1327 0.0742 0.0106 0.5043 0.5094 31.176 

4 - 0.1234 0.0711 0.0281 0.5008 0.5114 31.170 

5 - 0.1103 0.0708 0.1039 0.4893 0.5188 31.165 

6 - 0.1100 0.0812 0.1356 0.4743 0.5298 31.265 

 

12ح اااث   ضااالا راااق لااا   عد ااادا  لاااا ق عدت راااو عدرد د اااو دلريلر ااا ق   ,    ا(0.4893) ىااا 

 .(31.165)اعق ر راع رللاي ظ عدلاً   لى عد اعد  (0.5188)
رااااق  (SSE))ع ااااات ا عدرنحاااادل(  ر لااااا عداااا  عق ع ااااالام عدرت اااال  ن ااااد  (1) اااا  عد اااادا  لداااا  

 .(OLS)ا  MLS (Approx.)ع الالا ق 
 

 :  ممخص النتائج
عدرنحدل دد ع اى ن ا قج رتلااداو  لا ق رق ل   ر  الد    عد  نم عد الا ت  لا ق عالام ع ات ا 

   نظ د ر و عد  رر  ىا  ل و  (SSE) د ابدا لا    ر د  لى ر راع رللاي ظ عدلاً عدى حد لاي
 اا  عااالالا  دعدااو ع ر اا ق عد تل لا ااو اعدرللاياا ظ عدصااغلى ع     د ااو عضاا  و عدااى بدااا  اا ق عااالام 
ع ااات ا عدرنحاادل   ر ااع لال صاا و ل  ضاا و ااايلو عد الا اار ا   لضااع دشاالاا ري نااو  ااًق   اااق 

 ع عدرش ىدعظ ع صل و عا  نصل عدلاً عديشاعق  عا ر  ش لاو بدا.ريل و الا ي و  از 



 (1)رلحر لد  
 عد  ر  ا و رت او لا داق رد  رش ىدعظ ن    ظ   ر  ا و    عدرنشًق عدي رو دلصن   ظ 

 
0.227 5.265 6.721 10.041 10.031 

1.653 5.739 7.201 10.228 10.517 

1.533 4.929 8.051 10.763 9.675 

1.448 5.481 9.440 10.602 10.197 

2.035 5.345 8.767 10.665 9.877 

2.531 6.832 10.383 10.207 9.470 

2.990 4.672 8.366 10.282 8.922 

3.614 6.209 9.465 10.445 7.834 

4.419 4.846 9.006 11.104 6.753 

4.593 7.252 10.295 11.324 7.978 
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